8 Programmieren mit Akkumulatoren

Bei den rekursiven Prozeduren der vergangenen Kapitel @ahdrt eines rekursiven Auf-
rufs stets unabhangig vom Kontext: Die Fakultat von 4 ,wufitht”, dal’ sie spéater noch
mit 5 multipliziert wird, die Summe der Zahlen von 1 bis 4 ,wteMicht", dal3 spater noch
5 dazuaddiert wird, etc. Manche Probleme sind aber so faemutial? bei der Berechnung
ein Zwischenergebnis mitgefihrt und aktualisiert wirde Bionstruktionsanleitungen fiir
Prozeduren, die Listen oder natirliche Zahlen verarbgitdmen aber bei direkter Anwen-
dung zu Prozeduren, die kein Zwischenergebnisses mititkdanen: Solche Probleme
erfordern deshalb eine neue Programmiertechnik, das &rogieren mitAkkumulatoren,
und entsprechend angepalite Konstruktionsanleitungen.

8.1 Zwischenergebnisse mitflihren

Gefragt ist eine Prozedur, welche eine Liste invertiedp alie Reihenfolge ihrer Elemente
umdreht:

. Liste umdrehen
(: invert ((list %a) -> (list %a)))

(check-expect (invert empty) empty)
(check-expect (invert (list 1 2 3 4)) (list 4 3 2 1))

Gerust und Schablone sehen wie folgt aus:

(define invert

(lambda (lis)
(cond
((empty? lis) ...)
((pair? lis)
... (first lis) ...
. (invert (rest lis)) ...))))
Der Ausdruckinvert (rest lis)) liefert den Rest der Liste in umgekehrter Reihenfol-

ge. Falldis , wie im zweiten Testfall, also die Listlist 1 2 3 4> ist, soist der inver-
tierte Restilist 4 3 2> . Das gewulnschte Ergebriislist 4 3 2 1>  entsteht durch
das Anhangen des ersten Elemdnititen an die Liste. Durch Wunschdenken wird eine
Prozedumppend-element angenommen, die hinten an eine Liste ein Element anhangt:
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; Element an Liste anhangen
(: append-element ((list %a) %a -> (list %a)))

Mit Hilfe von append-element  1&Rt sichinvert  leicht vervollstandigen:

(define invert
(lambda (lis)
(cond
((empty? lis) empty)
((pair? lis)
(append-element (invert (rest lis))

(first lis)))))

Die Prozedumppend-element  ist ganz ahnlich der Prozedconcatenate  aus Abschnitt 7.2.
Zunachst Testfalle:

(check-expect (append-element (list 1 2 3) 4) (list 1 2 3 4))
(check-expect (append-element empty 4) (list 4))

Gerist und Schablone:

(define append-element
(lambda (lis el)
(cond
((empty? lis) ...)
((pair? lis)
... (first lis) ...
.. (append-element (rest lis) el) ...))))

Die Schablone laft sich leicht vervollstandigen:

(define append-element
(lambda (lis el)
(cond
((empty? lis) (list el))
((pair? lis)
(make-pair (first lis)
(append-element (rest lis) el)))))

Doch zurtick zuinvert . Obwohl die zu erledigende Aufgabe einfach erscheint, daue
schon das Invertieren von Listen der Lange 1000 eine ganike.We&atsachlich ist es
so, dal3 z.B. das Invertieren einer Liste der Lange #8fr als doppelt so lang wie das
Invertieren einer Liste der Lange 200 benétigt. Das liegadadalinvert  bei jedem
rekursiven Aufrufappend-element  aufruft, undappend-element  selbst macht soviele
rekursive Aufrufe wie die Liste lang ist. Das wiederum heiBer, daf3 die Gesamtanzahl

1So war es zumindest zur Zeit der Drucklegung dieses Buchsaadfelsiiblichen Computern. Ggf. miissen
es auf moderneren Rechnern Listen der Léange 10000 sein, sifrdalem deutlich zu machen.
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Abbildung 8.1  Prozeduraufrufe bei invert

der Prozeduraufrufe fur das Invertieren einer Liste dergednso steigt wie in der Kurve
in Abbildung 8.1 gezeigt, also offenbar stérker als lin€as erklart das uberproportionale
Ansteigen der Rechenzeit. (Dafir ist auch Aufgabe 8.1 agley Dies ist fur so eine ein-
fache Aufgabe inakzeptabel: Listen der Lange 10000 singtsigngewohnliches, und das
Invertieren sollte dem Computer leichtfallen.

Tatsachlich gibt es eine bessere Methode, eine Liste urakeadr Die obigénvert -Pro-
zedur konstruiert die Ergebnisliste, indem stets Elembirtieen angehangt werden. Das
entspricht nicht der ,nattrlichen” Konstruktion von Liatmit make-pair , das ein Element
vorn anhangt. Das Ergebnis liel3e sich aber durch Anhangen vomeajafach konstruie-
ren, und zwar, indem in folgender Reihenfolge Zwischert@ngse berechnet werden, wie
in folgendem Beispiel fur den Testfdihvert (list 1 2 3 4))

#<empty-list>
#<list 1>

#<list 2 1>
#list 3 2 1>
#list 4 3 2 1>

Jedes Zwischenergebnis entsteht aus dem vorhergehendem ein Element vorn an die
Liste dartiber angehangt wird. Dies geschieht in der Reithgefin der die Elemente in der
ursprunglichen Liste auftreten: scheinbar einfach. Alilegs erlaubt die normale Konstruk-
tionsanleitung fur Listen nicht, dieses Zwischenergelmnizufiihren: Das Ergebnis des
rekursiven Aufrufg(invert (rest lis)) ist unabhéngig vom Wert vofiirst lis)

Damit aber ist es der Prozedur aus der normalen Konstrigetidaitung unmdéglich, die
obige Folge von Zwischenergebnissen nachzuvollziehenjodacinem Zwischenergeb-
nis zum nachsten geradf@st lis) vorn angehangt wird. Fur diesen speziellen Fall —
wenn eine Berechnung das Mitfiihren von Zwischenergetmisgerdert — muf3 die nor-
male Konstruktionsanleitung deshalb angepal3t werden.

Dieses Problem laRt sich durch Mitfuihren des Zwischengrigsebs in einem separaten Pa-
rameter I6sen, dem sogenannfdkumulator. Dazu wird eine Hilfsprozedunvert-helper
definiert, die neben der Eingabeliste diesen Akkumulatoskmiert:
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(: invert-helper ((list %a) (list %a) -> (list %a)))

(define invert-helper
(lambda (lis acc)

)

Die Listelis ist nach wie vor die bestimmende Eingabe, es greifen alserdgprechenden
Konstruktionsanleitungen flr gemischte und zusammenzeseaten:

(define invert-helper
(lambda (lis acc)
(cond
((empty? lis) ...)
((pair? lis)
... (first lis) ...
.. (invert-helper (rest lis) ...) ..))))

Wenninvert-helper aufgerufen wird, sind die noch zu verarbeitenden Elemeeteid
springlichen Liste idis , und das Zwischenergebnis, was aus den Elementen davor be-
rechnet wurde, ist imcc . Wennlis leer ist, sind alle Elemente verarbeitet und das Zwi-
schenergebnis ist das Endergebnis:

(define invert-helper
(lambda (lis acc)
(cond
((empty? lis) acc)
((pair? lis)
... (first lis) ...
.. (invert-helper (rest lis) ...) ...))))

Fur den rekursiven Aufruf muf3 noch ein neuer Wert dtic Ubergeben werden. Dieser
entsteht, wie im Beispiel zu sehen ist, dadurch, dal3 an d&nrAldlator das erste Element
der Liste vorn angehangt wird:

(define invert-helper
(lambda (lis acc)
(cond
((empty? lis) acc)
((pair? lis)
.. (invert-helper (rest lis)
(make-pair (first lis) acc)) ...))))

Da der rekursive Aufrufs vomvert-helper schlielich direkt das Endergebnis zuriick-
gegeben wird, ist damit die Prozedur auch schon fertig:

(define invert-helper
(lambda (lis acc)
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(cond
((empty? lis) acc)
((pair? lis)
(invert-helper (rest lis)
(make-pair (first lis) acc))))))

Die neue Hilfsprozeduinvert-helper paldt nicht auf den Vertrag vanvert ; invert
muf also separat definiert werden und den passenden Anfaridénacc Ubergeben:

(define invert
(lambda (lis)
(invert-helper lis empty)))

Da invert-helper ausschlieBlich als Hilfsprozedur zvert  benutzt wird und ohne
invert  keinen Nutzen hat, ist es nicht notwendig, einen separateinag flrinvert-helper
anzugeben.

Die neue Version voimvert  kommt ohneappend-element  aus. Der Beispielaufruf von
oben fiihrt zu folgender Auswertung im Substitutionsmqdii# sich auch im Stepper gut
nachvollziehen laRt:

list 1 2 3 4) )
(invert-helper #<list 1 2 3 4> empty)
(

cond ((empty? #<list 1 2 3 4>) ...) ((pair? #<list 1 2 3 4>) ... )
(invert-helper (rest #<list 1 2 3 4>) (make-pair (first #<li st 1 2 3 4>) empty))
(invert-helper #<list 2 3 4> (make-pair 1 empty))

(invert-helper #<list 2 3 4> #<list 1>)

(cond ((empty? #<list 2 3 4>) ..) ((pair? #<list 2 3 4>) ..))

(invert-helper (rest #<list 2 3 4>) (make-pair (first #<lis t 2 3 4>) #list 1>))

invert

~~
—

(invert-helper #<list 3 4> (make-pair 2 #<list 1>))

(invert-helper #<list 3 4> #<list 2 1>)

(cond ((empty? #<list 3 4>) ...) ((pair? #<list 3 4>) ...))

(invert-helper (rest #<list 3 4>) (make-pair (first #<list 3 4>) #list 2 1>))
(invert-helper #<list 4> (make-pair 3 #<list 2 1>))

(invert-helper #<list 4> #<list 3 2 1>)

(cond ((empty? #<list 4>) ...) ((pair? #<list 4>) ...))

(invert-helper (rest #<list 4>) (make-pair (first #<list 4 >) empty))
(invert-helper #<empty-list> (make-pair 4 #<list 3 2 1>))

(invert-helper #<empty-list> #<list 4 3 2 1>)

(cond ((empty? #<empty-list>) #<list 4 3 2 1>) ((pair? #<emp ty-list>) ...)
ist 432 1>
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Tatsachlich arbeitet die neue Prozedur auch effizienteinvda:helper nicht bei jedem
Aufruf selbst wieder eine Prozedur aufruft, die eine korttpl&iste verarbeitet, steigt die
Rechenzeit nur noch proportional zur Lange der Liste.

Da die Prozeduinvert  generell nitzlich ist, ist sie unter dem Namewerse fest ein-
gebaut.

Akkumulatoren, die Zwischenergebnisse verwalten, sindleeLdsung einer Reihe von
Problemen niitzlich. Zum Beispiel konnte eine Prozedurchetie Fakultan! einer Zahl
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nberechnet, vorgehen, indem sie das Produkt. - 1 schrittweise von links her ausrechnet:

1
1“7 4 = _4
4“7 3 = 12
12°72 = 24
24° 1 = 24
24~

Der Anfangswert flr das Zwischenergebnis ist 1, also gedal€akultat von 0.

Fir die Konstruktion wird die Schablone fir Prozeduren ndigtirliche Zahlen verarbeiten,
um einen Akkumulator erweitert:

: Fakultat berechnen

(! (natural -> natural))

(check-expect (! 0) 1)
(check-expect (! 3) 6)
(check-expect (! 5) 120)
(define !

(lambda (n)

(I-helper n 1))

(define !-helper
(lambda (n acc)
(f (=n 0
acc
.. (-helper (- n 1) ... acc ..) ..))

Wie aus der Beispielrechnung ersichtlich ist, wird aus deften” Zwischenergebnis das
.heue” Zwischenergebnis, indem jeweils mimultipliziert wird:

(define !-helper
(lambda (n acc)
(if = n 0)
acc
.. (-helper (- n 1) (* n acc)) ..))

Wie schon beinvert ist es nicht notwendig, daf} fur die noch verbleibenden &giip
etwas eingesetzt wird; das Programm ist bereits fertig:
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(define !-helper
(lambda (n acc)
(if (= n 0)
acc
("-helper (- n 1) (* acc n)))))

Tatsachlich ist es bei Prozeduren mit Akkumulator grurddisdit nicht notwendig, fur die
Ellipsen am Schlul3 etwas einzusetzen. Bei der normalenb®stea fir Prozeduren, die
Listen bzw. natlrliche Zahlen verarbeiten, wird fir diedgpgen Code eingesetzt, was das
erste Element der Liste mit dem Ergebnis des rekursiven iiokd zum Rickgabewert
kombiniert. Dies ist beim Einsatz eines Akkumulators abiehtnnotwendig, da das erste
Element der Liste bereits in die Berechnung des nachsteschemnergebnisses eingeht und
dieses Zwischenergebnis beim letzten Aufruf bereits dakeiebnis ist.

8.2 Schablonen fir Prozeduren mit Akkumulator

Aus den beiden Beispielen des vorgehenden Abschnitts emggbh direkt Schablonen fiir
Prozeduren mit Akkumulator. Zunéachst die Schablone fiz&daren mit Akkumulator,
die Listen konsumieren:

(- proc ((list egem) > .))

(define  proc
(lambda (lis)
(proc-helper lis 2))

(define  proc-helper
(lambda (lis acc)
(cond
((empty? lis) acc)
((pair? lis)
( proc-helper (rest lis)

(.. (first lis) ... acc ..)))))

Hier ist proc der Name der zu definierenden Prozedur pnot-helper der Name der
Hilfsprozedur mit Akkumulator. Der Anfangswert fir den Akkulator — also das initiale
Zwischenergebnis — ist der Wert vanDer Ausdruck, der fuf... (first lis) ...

acc ..) einzusetzen ist, macht aus dem alten Zwischenergabnidas neue Zwischen-
ergebnis.

Die Schablone fir Prozeduren mit Akkumulator, die natdicZahlen konsumieren, ist
analog:

(- proc (natural -> ..))

(define  proc
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(lambda (n)
(proc-helper n  2)))

(define  proc-helper
(lambda (n acc)
(if (=n0)
acc
(proc-helper (- n 1) (... acc ..)))))

Wieder istz der Ausdruck flr das initiale Zwischenergebnis und (fiiracc ...) ist
ein Ausdruck einzusetzen, der aus dem alten Zwischendgadmnein neues macht.

8.3 Kontext und Endrekursion

Ein Vergleich der beiden Versionen der Fakultatsfunktion %. 74 und S. 108 zeigt, dal
Formulierungen mit und ohne Akkumulator unterschiedliB®eechnungsprozesse erzeu-
gen. Hier ein Prozel3 mit Akkumulator:
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Es ist deutlich sichtbar, dal3 die Version ohne Akkumulatiar lultiplikationen bis zum
Schlu® ,aufstaut”. Das heil3t aber auch, dal3 im Laufe descBetmgsprozesses Aus-
driicke auftauchen, die desto grolRer werden je groRer dasviem von! ist: Bei (!
100) werden zum Beispiel 100 Multiplikationen aufgestaut.

Die Version mit Akkumulator hingegen scheint in der Gro3e zieischenzeitlich auftre-
tenden Ausdriicke begrenzt zu sein. Tatsachlich stelltdashVachstum der Version ohne
Akkumulator bei der Version mit Akkumulator nicht ein.

Der Grund dafir sind die Schablonen: In der Schablone flzdeharen ohne Akkumula-
torsteht(... ( proc (- n 1)) ..) , das heildt, um den rekursiven Aufruf vproc wird
noch etwas ,herumgewickelt®, oder, anders gesagt, mit degelhis des rekursiven Auf-
rufs passiert noch etwas. Das, was mit dem Ergebnis noclepaseilit deikontext des
Aufrufs. Bei! ist der vollstandige Ausdrudk n (! (- n 1)) . Wenn aus diesem Aus-
druck der rekursive Aufruf! (- n 1)) herausgenommen wird, bleibt der Kontéxt

n o), wobeio markiert, wo der Aufruf entfernt wurde. Tatsachlich wirdder Literatur
diese Markierund-och genannt und] geschrieben. Der Kontext n [J) macht deut-
lich, daR mit Ergebnis eines Aufrufs, der spater[furingesetzt wird, noch multipliziert
wird. Dementsprechend stauen sich in der Reduktionsfolgévdiltiplikationen mit den
verschiedenen Werten van

Bei der Fakultats-Prozedur mit Akkumulator ist der Ausd#iruzu dem der Rumpf bei
n # 0 reduziert wird,(-helper (- n 1) (* n acc)) . Der Kontext des Aufrufs von
I-helper  innerhalb dieses Ausdrucks i§t, alsoleer — nichts passiert mehr mit dem
Ruckgabewert vofthelper , und damit stauen sich auch bei der Reduktion keine Kon-
texte an. Solche Prozeduraufrufe ohne Kontext hed®erekursiv — eben, weil hach dem



112 8.4 Das Phanomen der umgedrehten Liste

rekursiven Aufruf ,Ende” is€ Die Berechnungsprozesse, die von endrekursiven Aufrufen
generiert werden, heil3en auitérative Prozesse.

8.4 Das Phanomen der umgedrehten Liste

Die beiden Varianten der Fakultats-Prozedur berechnentzside stets das gleiche Ergeb-
nis. Die beiden Reduktionsfolgen f(ir4) aus dem vorigen Abschnitt zeigen allerdings,
daR die beiden Prozeduren bei der Berechnung untersdhadiigehen: Wahrend die Va-

riante ohne Akkumulator ,von rechts" multipliziert, alsoldendermafRen auswertet:

4-(3-(2-(1-1)))
multipliziert die Variante mit Akkumulator ,von links":
(((1-4)-3)-2)-1

Die Multiplikationen passieren also in umgekehrter Refblge. Dies macht bei der Fakul-
tat keinen Unterschied, da die Multiplikation assoziasiv Diese Assoziativitat ist jedoch
nicht immer gegeben — insbesondere nicht bei Prozedureri,istien zuriickgeben. Hier
zum Beispiel eine Prozedur, die eine Zahkonsumiert und eine absteigende Liste der
Zahlen vom bis 1 zurickliefert:

; Liste der Zahlen von n bis 1 generieren
(: build-list (natural -> (list natural)))

(check-expect (build-list 0) empty)
(check-expect (build-list 3) (list 3 2 1))

(define build-list
(lambda (n)
(if (=n 0
empty
(make-pair n (build-list (- n 1))))))

Die direkte Ubersetzung in eine Variante mit Akkumulatefeit:

(define build-list
(lambda (n)
(build-list-helper n empty)))

(define build-list-helper
(lambda (n acc)
(if (=n0)
acc
(build-list-helper (- n 1) (make-pair n acc)))))

2Das Konzept des Aufrufs ohne Kontext ist nicht auf rekursiwdrufe beschrankt. Im Englischen heiRRen
solche Aufrufe allgemeindail calls (also ohne ,recursive").
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Diese Variante ist inkorrekt: Sie liefert z.B. f(luild-list 3) das Ergebnig<list 1 2 3> ,
die Elemente der Liste sind also in umgekehrter Reihenfddgeschon die Fakultatspro-
zedur mit Akkumulator die Multiplikationen gegeniiber dearidnte ohne Akkumulator
in umgekehrter Reihenfolge durchgeflihrt hat, war diesdiltgs zu erwarten, und ist ein
generelles Phanomen bei der Berechnung von Listen-Ausgalékkumulator. Das Pro-
blem kann durch das Umdrehen der Ergebnisliste geltst werde

(define build-list-helper
(lambda (n acc)
(f (=n0)
(reverse acc)
(build-list-helper (- n 1) (make-pair n acc)))))

Anmerkungen

Bei der Auswertung von Programmen durch den Computer wirdlii Verwaltung von
Kontexten Speicherplatz benétigt: Bei rekursiven Proredwhne Akkumulator wachst
dieser Speicherplatz mit der Grof3e der Argumente. Entspret wird prinzipiell kein
Speicherplatz bendtigt, wenn kein Kontext anféllt. In Sukewird auch tatsachlich kein
Speicherplatz fir endrekursive Aufrufe verbraucht; di&sailerdings bei vielen anderen
Programmiersprachen nicht der Fall. Mehr dazu in Kapitel 17

Aufgaben

Aufgabe 8.1 Entwicklen Sie eine Formel fir die Anzahl der rekursiven g in der
ersten Version voinvert ! (Hinweis: Greifen Sie auf die Gaul3'sche Summenformel zu-
rick.)

Aufgabe 8.2 Schreiben Sie eine Prozedist-sum+product , die eine Liste von Zahlen
konsumiert und eine zweielementige Liste zurlickgibt, Werstes Element die Summe der
Listenelemente und deren zweites Element ihr Produkt ddtregben Sie zwei Varianten
der Prozedur: eine ohne Akkumulator und eine mit zwei Akklatouwen.

Aufgabe 8.3 Schreiben Sie eine Prozedur, die als Eingabe eine Liste wosel einer Ak-
tie (als Zahlen) eines Tages akzeptiert (nach Tageszeaiteggdnd sortiert), und als Rick-
gabewert den hochstmaoglichen Gewinn liefert, die durchkuf und folgenden Verkauf
der Aktie an diesem Tag erreicht werden kann.

Hinweis: Diese Prozedur bendétigt zwei Akkumulatoren.
Aufgabe 8.4 Schreibe zu der Prozedpower aus Aufgabe 6.9 eine endrekursive Variante.

Aufgabe 8.5 Identifizieren Sie die Kontexte der Aufrufe der Prozeduramans in fol-
genden Ausdricken:



8.4 Das Phanomen der umgedrehten Liste

—_~
—_
=
<
—
— =
)n
= = =
[&]
2.8 <
O = [y ey
»CS_* o <=
— © = — jry

=""=
o~ o~ o — [
' 2 o, o
~~coNc o=l
Sor L aovecs

<
— + Ox + Ouw + o+

Welche Aufrufe sind endrekursiv bzvail calls?



